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Résumé 

On établit que le groupe 2 20+1 -Uq(2) , centralisateur dans 2 Eq(2) d'une 
involution de la classe 2A, est un quotient du groupe de Coxeter défini 
via le diagramme Q 2 22- Cela répond à un problème laissé ouvert dans la 
détermination des Q-groupes. 

Abstract 

In this paper we prove that 2 20+1 .Uq(2), known as the centralizer of an 
involution in the group 2 Eq(2) is a quotient of a Coxeter group. We obtain 
a présentation of 2 20+1 .U§(2) as a Q222-group, which now résolve a long 
pending question. 



1 Introduction 

1.1 Motivation et résultats 

Rappelons qu'un groupe de Coxeter est engendré par un ensemble d'involutions 
correspondant aux sommets d'un graphe X (graphe de Coxeter) tel que si x et y 
sont des éléments distincts dans X leur produit est d'ordre 3 s'ils sont joints par 
une arête et d'ordre 2 dans le cas contraire. On appelle Q-groupe un quotient du 
groupe de Coxeter défini par un graphe de Coxeter Q rst (1 ^ r, s, t ^ 4) où Qm est 
un hexagone muni de trois bras notés a = ai, a' = a 2 , . . . , a r , c = c\, c' = C2, ■ ■ ■ , c s , 
e = ei,e' = e 2 , • • • ,e t : 
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Les groupes 3 5 x Se, 2.0 6 (3) : 2 et Uq{2) sont des Q-groupes définis à partir de 
Qui, Q211 et Q221 ', on en rappelle des présentations en annexe (voir aussi l'ATLAS 

13). 

Dans un article déjà ancien [TT] L. H. Soicher établit que le groupe E = 2 3 . 2 E 6 (2) 
est le quotient par la relation S = 1 du groupe de Coxeter défini par : 



^333 «3- 



c 3 63 a 




avec S 



iCiab2C2ab 3 c 3 ) 10 ; le groupe E admet donc la présentation 
E = (a, b u c h di(l ^ % <i 3)/F 33 3, S=l) 



et son centre est < /12, / 2 3, /31 > où /y = (abibjhdCjdi) 9 , {i,j,k} = {1,2,3} 
(notation de l'ATLAS 0). 
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L. H. Soicher met en évidence un élément t de E satisfaisant à 




et à la relation hexagonale : V = 1 avec V = (a^c^biY . 

Le centralisateur de dans E contient donc des éléments satisfaisant aux relations 
de graphe Q222 obtenu à partir de (*) en omettant d^ et C3. 

On connaît la structure du centralisateur d'une involution d de E provenant de la 
classe 2A dans Ë = E/Z(E) : C E (d) ~ 2 4 .2 20 .£/ 6 (2) et C É (d) ~ 2 20+1 .C/ 6 (2) , 
d désignant l'image de d dans Ë ([2], [6], [9], [T2]). 

Dans [TT] L. H. Soicher ne donne pas de présentation de C^cT), mais conjec- 
ture, comme dans l'ATLAS ([2], [TU]) que Ce(c?) est un quotient du groupe défini 
par Q222 et V = 1. 

L'objet de ce travail est de décrire un jeu de relations noté rel{i) (1 ^ i ^ 3) 
(avec re/(l) =^> re/(2) =^> re/(3)) suffisant pour définir les groupes 2 20+1 .?7 6 (2), 
2 4 .2 20 .£/" 6 (2) et un troisième groupe 2 2 .2 4 .2 20 .[/ 6 (2). 
On se propose d'établir le résultat suivant : 

Théorème. Soit G un groupe avec la présentation : 

G = {a,b,...J, a', c', e'/Q 222 , V = 1, rel{i)){\ ^ i < 3) 
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où 




a' 



Q222 C. 



c 



V = (adbecf) 4 (relation hexagonale) 
rel(i) (voir ci-après), 



et soit H le sous-groupe de G engendré par a,b, . . . , f, a', c' . 

Pour i = 1, le groupe G est isomorphe au centralisateur d'une involution de la 
classe 2A de 2 E 6 (2) : on a G ~ 2 20+1 .£/ 6 (2) et H est isomorphe à 2.U 6 (2). 
Pour i = 2, le groupe G est isomorphe a 2 4 .2 20 .[/ 6 (2) et H à 2.2.C/ 6 (2). 
Pour i = 3, le groupe G est isomorphe à 2 2 .2 4 .2 20 .[/ 6 (2) et H à 2 2 .2.[/ 6 (2). 
Notations : 

- rel(l) = {r = 1, z x = z 2 = z 3 = 1, m a = m e = 1}, 

- rel{2) = {r = 1, 31 = 1, m a = m e = 1}, 

- rel(3) = {r = 1,31 = 1}, 

- r = (G ee ' de A) 4 avec G = c c ' dbc et A = a a ' bfa , 



- Z\ — (cc'bdaee') 9 , 

- z 2 — (cc'bdeaa') 9 , 

- z 3 = (ee'dfcaa') 9 , 

- m a = (aa'fbcd) 5 , 

- m e — (ee'dfab) 5 . 



Notons E un groupe isomorphe à 2 3 . 2 Eq(2) et G un groupe satisfaisant aux 
conditions du théorème dans le cas i = 3. 

Le travail comporte quatre parties : des résultats préliminaires, la construction 
d'un certain sous-groupe N, la démonstration proprement dite du théorème enfin 
des tables et une annexe. 



3?= (C 



■ee'de Qaa'ba^ 



1.2 Méthodes et Plan 
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1.2.1 Les résultats préliminaires 

D'abord on donne quelques compléments sur les éléments intervenant dans les 
relations rel(i) (1 ^ i ^ 3). Puis on vérifie que les relations qui déterminent G 
sont satisfaites dans E de sorte que l'on a un morphisme $ de G dans E ; $(G) 
est un sous-groupe de E centralisé par une involution du système générateur de 
E. 

1.2.2 Le sous-groupe TV 

Sa construction est une partie essentielle de la démonstration. En remplaçant 
le générateur e' par un de ses conjugués a° dans G, on obtient un nouveau système 
générateur de G et on montre, grâce à la relation R — 1, que a'a° est d'ordre 
2. La fermeture normale de a'a° dans G est alors le sous-groupe iV en question. 
Pour construire N, on détermine des conjugués de a'a° de manière à obtenir un 
système générateur T de N. Les calculs sont longs et fastidieux, ils ne sont pas 
reproduits ici ; certains sont rassemblés sous forme de tables : table des conjugués 
7 y , 7 G r, y G {a,b, . . . , f, a', c'}, table des commutateurs des éléments de T . . . . 
On détermine l'ordre de N, ses éléments centraux et son groupe des commutateurs. 

1.2.3 La preuve du théorème 

Dans chacune des situations i = 1,2,3, on détermine les éléments centraux de 
G et donc l'ordre de Z{G). On établit les résultats concernant le sous-groupe H (du 
théorème) puis on vérifie que G /Z{G).N est isomorphe à £7 6 (2) ; enfin on conclut 
que l'image de G dans E est bien le centralisateur d'une certaine involution de E. 

1.2 A Tables. Annexe 

Pour faciliter la lecture, nous avons choisi de ne pas donner les détails des 
démonstrations. Nous donnons sous forme de tables des résultats concernant le 
groupe N (11. 2. 2p . En annexe nous avons rassemblé des compléments utiles à la 
clarté du texte. En général ces résultats sont connus ou se démontrent sans diffi- 
cultés; ils concernent les groupes 3 5 x 5*6, 2.0^(3), W(E 7 ) et U G (2), groupes qui 
admettent des présentations via les graphes de Coxeter Qui, Q211, ^321 et Q222- 

2 Préliminaires 

Dans cette section E et G désignent respectivement des groupes donnés avec 
leur présentation : 

E = (a, b h Ci , di(l^i^ 3)/F 3 33, s=i) 
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G = (a,b, . . . , f, a', c', e'/Q 222 , V = l, re/(3)). 



2.1 Résultats concernant le groupe E 
2.1.1 Les éléments 

Pour {i,j, k} = {1, 2, 3}, on note le sous-groupe de .Ë 



Wij =< a, bi, ci, di, bj, Cj, b k >; 



Wij est centralisé par du et admet un élément supplémentaire Uj tel que : 



Rappelons que et W ik engendrent un sous-groupe Oi de E isomorphe à 7 (3) x 
2 dont l'involution centrale est = /jfc (/jj = (abibjbkCiCjdi) 9 ) (notations de 
l'ATLAS) et que la relation S = 1 impose = t ik ([2], [3], [11], [16]). 
On désigne par t l'élément £31 = £32 et par f\ l'involution = ; /j est centrale 
dans E et l'on a =< f\ 2 ,f 2 z,fz\ > ([11])- En outre on a / 3 = rf 3 m avec 

m = (ab\b 2 b3C 2 t) 5 (voir Annexe 3). 

2.1.2 La relation hexagonale 

Soit Hq le sous-groupe de E engendré par a, b\,c\, t, b 2 , c 2 ; ces éléments satisfont 
aux relations ci-dessous : 




bu 



x x' bi ci t 



où x = a blcltC2 et x' = b\ 



La relation S = 1 impose que le sous-groupe H soit isomorphe à i? 36 ou à 
H 3t6 /Z(H 3 fi) (voir l'Annexe 1). Or H est contenu dans Oi (Oj ~ 7 (3) x 2) et son 
centre Z(H ) (qui est un 3-groupe) est central dans Oi, il s'ensuit que Z(H ) = 1 ; 
on a alors {atb^c^Y = 1 (relation hexagonale) (Annexe 1, [8], [E], [18]). 

2.2 Résultats concernant le groupe G 
2.2.1 Notations 

On pose A = a a ' b ^ a 1 C = c c ' dbc et £ = e e '^ e ; la relation V = 1 impose que .A, C 
et £ commutent deux à deux et que l'on a : 



2.2.2 Les éléments Zi (1 ^ i ^ 3) 

Ils désignent les involutions centrales des groupes (1 ^ z ^ 3) isomorphes à 
W{Ef) définis respectivement à partir de : 



edfe 



A 





a' 




On note a°, e°, c° les involutions qui permettent d'obtenir les diagrammes complétés. 
On a a° = Q abedcc e edcba et e' = Q abedcca " abcde _ Les éléments centraux Z\ s'écrivent 
comme produit de sept involutions commutant deux à deux ; (avec les notations 
EXED on a : 

- z l = c'bdee ee ' de a°e' = {cc'bdaeéf 

- Z2 = c 'bdee aa ' ba e°a' = (cc'bdeaa'f 

- Z3 = e 'df£E aa 'f a c°a' = (ee'dfcaa') 9 . 
(voir aussi annexe 3). 

2.2.3 La relation R = 1 

Les relations R — 1 et (a'a°) 2 = 1 sont équivalentes. On a R = 1 si et seulement 
si l'un des Zi est dans Z(G). Sous l'hypothèse R—l, les éléments Z\, z 2 et Z3 sont 
centraux dans G. 

2.2.4 Les éléments m a et m e 

On désigne par R a , R c et R e les sous-groupes de G respectivement définis à 
partir de : 
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Pour chacun d'entre eux la relation hexagonale est satisfaite. 



Ces groupes sont isomorphes à 2.0 6 (3) : 2, leur involution centrale est un 
produit de six involutions commutant deux à deux, on la note respectivement : 

- m a = a'bfdAA cbdc = (aa'fbcd) 5 

- m c = c'bdfGe edfe = (cc'bdef) 5 

- m e = e'dfb££ abfa = {eédfabf 
(voir Annexe 3). 

2.2.5 Le sous-groupe K e 

Soit K e le sous-groupe de G engendré par a, 6, c, d, e, /, a', c' ; K e est isomorphe 
à 2 2 .2.[/ 6 (2) et l'on a Z{K e ) =< m a ,m c > . < m c z 2 > (12X21 12^31) . Soit e° 
l'unique élément de K e tel que l'on ait : 



On a alors m a m c = n e où n e est l'involution centrale du sous-groupe 
< b,c,d,e, f,e° >(voir Annexe 4). On a des résultats similaires pour les sous- 
groupes K a =< a, b, c, d, e, /, c', e' > et K c =< a, b, c, d, e, /, a', e' > 
(voir le tableau 2.2.6). 

2.2.6 Un grand tableau 

(Avec les notations ci-dessus). Pour chacun des groupes K (K = K a , K c , K e ), le 
tableau ci-dessous indique un système générateur de K et de trois sous- groupes W 
isomorphes à W(E-j), W/Z(W) étant un représentant de chacune des trois classes 
de W*(E 7 ) de K/Z{K) ([13], [H])- Pour chaque groupe, on précise les éléments 
centraux (tableau voir page suivante). 
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2.2.7 Les éléments m a , m c et m e 

Les éléments m a , m c et m e sont centraux dans G. En effet m a et m c (resp. m c 
et m e ) appartiennent à Z(K e ) (resp. Z(K a )) et ils centralisent e' (resp. a'). (I2.2.4[ 
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K a 




K c 


Système 
générateur 
de K 


b a 

c'- c/ \/ 

K d-e( 


a' 

b a / 

c'- c/ \/ 


a' 

b a y 

c/ \/ 

^ é 


Système 
générateur 
de W, 
involution 
centrale 


c'_c/ b - a \(a°) 
d e z\ 

V 

c'-c a </ 4 
e' 

6 <(e') 


o! 

, b_a/ 

d - e \(e„) 

c_c/ 6 -"</ 4 

MO 

a' 

(C)_ c a </ 4 

d e/ 


a' 

(c°) a / 
c< \/ z 3 

d — e / 
/ c °) a' 

C _(a') 
/ 6 a/ 

^ 4 

d — e 

X e' 


Z\ = (cc'bdaee') 9 
z[ = (ee'dfacc') 9 
z'I = (aa°bfecc') 9 


Zi = (cc'bdeaa 1 ) 9 
4 = (aa'bfecc 1 ) 9 
z >> = \ee°dfaœ'f 


= (ee'dfcaa') 9 
4 = (aa'bfcee 1 ) 9 
£ = (cc°bdaee') 9 


Z(K) 


< m c , m e > . < m c z\ > 


< m c , m a > . < m c Z2 > 


< m e ,m a > . < m e z 3 > 


m c m e = n a 


m c m a = n e 


m a m e = n c 


m c z x = m e z[ = n a z" 


m c z 2 = m a z' 2 = n e z' 2 ' 


m e z 3 = m a z' 3 = n c z'l 
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2.3 Lien entre E et G 



On note <3> la correspondance entre les générateurs de G et des éléments de 
Ce (^3) définie de la manière suivante : 



b a, 

G : c'_ c/ V 



G?2 

6 2 C 2 <^ 

-E : d 3 _ c 3 _6 3 _ a/ M 

V - C < dl 



a - 


-> c 2 


tZ- 


*6i 


a' - 


-> C?2 


6 - 


+ &2 


e — 


* Ci 


d - 


+ 63 


c - 


-> a 


/- 


-> i 


é - 





On note .D le sous-groupe de E engendré par les éléments $(a), <&(&), .... 

2.3.1 Hexagonale 

La relation hexagonale est satisfaite par les images des générateurs de G. (I2.1.2j) 

2.3.2 Éléments centraux de E 

Les éléments $(zi) et $(£ 2 ) écrits comme produits des éléments $(c) . . . sont 
les éléments centraux f\ et / 2 de On vérifie que $(23) est central dans E. Ainsi 
la relation $ est satisfaite dans E. 

Les éléments $(m ) et $(m e ) sont centraux dans E, ils n'appartiennent pas à 
l'ensemble Z(E) — {1} : on a donc $(m a ) = $(m e ) = 1. 

Enfin on a $(m c ) = m (notation 12.11) ; c'est un élément de Z(D) qui n'est pas 
dans Z(E). 



2.3.3 La relation r = 1 

Les éléments G ee ' de et A correspondent par $ à x = a blb2b3a - cidlbici ety = c^" 2 ; 
la relation r = 1, (C eede .yl) 4 = 1, s'écrit donc dans E (xy) 4 = 1. Rappelons que 
E est un groupe de {3, 4}-transpositions ([2], [6]), l'ordre du produit de deux 
transpositions distinctes est donc 2,3,4. Or on sait que C E(d 3 ) j '0 2 (C '^(^3)) est 
isomorphe à Uq(2), groupe dans lequel l'image de xy n'est pas d'ordre 3 ; on a 
(xy) = 1, la relation r = 1 est satisfaite dans E. 
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2.3.4 En conclusion 



De ce qui précède, il résulte que $ induit un morphisme de G dans E dont 
l'image D est un sous-groupe du centralisateur de d 3 dans E. 

3 Le sous-groupe N 

Dans cette section G désigne un groupe satisfaisant aux hypothèses du théorème 
avec les relations rel(3). Les notations sont celles introduites en 12.2.11 

L'objet de cette section est l'étude de la fermeture normale iV dans G de 
a a i = a'a°, a a > est un élément d'ordre 2 (voir 12.2.21) . On détermine un système 
générateur de N de cardinal 22, on établit que le groupe des commutateurs de N 
est d'ordre 2 et que le centre de N est abélien élémentaire d'ordre 8 et que l'on a 
D(iV) C Z(N) C Z(G). Enfin, on vérifie que N est d'ordre 2 23 . 

On pose Y = {a,b, . . . , /, a', c'} ; Y U {e'} et Y U {a°} sont des systèmes 
générateurs de G. 

3.1 Les éléments a y et (3 y , y G Y 
3.1.1 

L'élément a a > et certains de ses conjugués dans G appartiennent au sous-groupe 
W%2 =< Wi,W 2 > (notations 12.2.21) ; la fermeture normale de ov dans W\ 2 est 
un 2-groupe abélien élémentaire d'ordre 2 7 contenant ziz 2 (voir l'Annexe 3) et est 
engendré par les éléments ov, a a = a^? , = a^ a , a c = a c > = a c c c , ad = a^ c , 
a e = a e d d et l'on a a a 'aba c ' = Ziz 2 (voir aussi [15]). 

On pose df = a{ e et y 1 = ya y pour y dans Y ; on vérifie que les produits yy' 
et yiy[ ont le même ordre pour y et y' dans Y — {/}. On calcule les ordres de yfi 
et fyi (y dans Y), voir la table T.l. 

3.1.2 

On observe que = a^ v2cb avec v = adbecf ; puisque t> 4 = V = 1, on a 

Oi = a }xx 2 cb.bcv 2 cb _ jafbacbdcedfeaf ^ p 0ge ^ _ q,»/^ Qn clggnit successivement 

fa = (3 a a ' a , Pb = P b a a , Pc = Pî\ Pc = Pî\ Pd = Pt Pe = P e d d , Pf = Pl e - On a alors 
P°j = a a d'où Pf = PfCta = ot. a Pf = a[ et a°j- = ajP a = Pa&f = P[- Pour y dans 
Y, on pose y 2 = yp y . 

3.1.3 

On a ainsi déterminé 16 éléments de iV ; la table T.l donne l'ordre des produits 
suivants : yy[, yy' 2 , y 2 y[, y 2 y' 2 et y x y\ pour y et y' dans Y (où yy x et yy 2 désignent 
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les involutions a y et (3 y ). 



3.2 Les éléments x a , x a >, x^ xj 



3.2.1 



Soit B le sous-groupe de G engendré par a, a', 6, / et a°. Posons L a = a a ' b ^ a ° a, 
L a > = L^ a , L b = L b a, Lf = L[ a et L a o = L a ° a . Ces éléments sont d'ordre 4 (relation 
r = 1) ; on désigne par x a , x a r, ay Xf et x a o leur carré respectif. Il est facile de voir 
que ces éléments commutent entre eux et que l'on a x a x a 'XbXfX a o — 1 ([5j, [T%] . 



On observe que x/ = ib\f) 2 = a h a\, = oibOt b et x& = (/2&) 2 = = /3f/3 b f] 

ainsi les éléments ay av, ay x/ sont dans AT et l'on & a( = abXf et = 



Des égalités a a = al = /3 C = = et a e = aj 1 = oq il vient : 
0j = ab/3fa(, fi\ = flbfldfîb, ot d j = a^a^a^ ; de la première égalité on tire : /3f/3 b = 
(3f{ctb(3f)aibOibOi{ d'où Xb = [/3/,a&]x/. Ainsi XfXb est un élément de T>(N). 



De l'égalité a a 'OtbOt c > = z\z 2 (I3.1.ip il résulte que a^c^b^d commute à /, on a 
donc a c , = a c >Xf (car Xf commute avec a a > et «b). On en déduit en outre que 
(3f commute à a& et que [a a ,Aj est un élément de Z(G). On a donc Xb = Xf. 
Désormais on pose k := [a a ,/3j], k est un élément de Z(G). 



Les éléments m a et m c sont dans le centre de G (12. 2.7p . ils commutent avec a&. 
On en tire les égalités suivantes : = atdXf, (3^ = Pa'X a ', Pt = f3 a x a , (3% = (3bXf 
ainsi que l'égalité x a > — Xf. 

3.3 Quelques éléments de D(N) ; les conjugués de x a , Xf, a y , $ 
(y G Y) par les éléments de Y 

3.3.1 Les commutateurs de a y et (3 y avec x a ,Xf,a y >, (3 y i (y, y' G Y) 

On établit d'abord que x a et Xf commutent avec a y et (3 y (y G F), puis que 
pour {y, y'} ^ {a, /} et y, y' e Y on a ay] = = 1 et que [oyat/] = 

[5 a ,/3/] = k {k introduit en 13.2.31) . Enfin, pour y, y' dans Y, on a [a y , /3 y >] = k si 
î/t/' est d'ordre 3 et [ay £y] = 1 si yy' est d'ordre 2. 



M- 



3.2.2 



3.2.3 



3.2.4 
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Ces résultats s'obtiennent grâce aux relations Q222 et à la table des produits 
T.l (13X31) . 



3.3.2 

La table T. 2 donne les expressions des conjugués de a y , (3 y , x a , Xf (y G Y) par 
les éléments de Y, expressions écrites comme produit de ces mêmes éléments a y , 
P y , x a , Xf. Presque tous ces conjugués peuvent être écrits de cette manière. Il reste 
a{, (3 b e et des éléments notés £j (1 ^ i ^ 4). 

Comme a b = xja b ( 13.2. lj) . en conjuguant par c puis par e on obtient d'abord 
a b a c = xC f a b&c, d'où x C f = a(xfX c ce qui donne £1, puis (a() e = x e ^a b ; or p b = 
p fX f = p f a b a f b ( PU lÏÏXTD . il vient pf = P).p\ = P f p e a b a{ e d'où x) = P b e x f p e 
ce qui donne £> 

Des égalités x e a = xjf ,e = x e j ah et x„ = x a ^' c = x c j on déduit, en utilisant £ 2 et 
£1 les expressions de £4 = 2;^ = P b p b e a x a et £3 = x£ = a{a{ a Xf. 

3.4 L'ensemble T = {a y , (3 y , x a , Xf, a{, a{ a , a{ e , ot{ ae , (3 h e , f3 h e a 
(y eY)} engendre N ; on a D(N) =< k > 

On construit deux tables : celle, notée T. 3, des conjugués 7^(7 G T,y G Y) 
écrits en fonction des éléments de T, et celle, notée T. 4, des commutateurs des 
éléments de T. Les éléments non connus de la table T. 3 sont notés £5,^6, • • • ,£20, 
leurs expressions sont données dans la liste T. 5. 

3.4.1 

La table T. 4 s'obtient dans presque tous les cas par des arguments simples 
(relations (52,2,2, tables T.l et T. 2, résultats connus de la table T. 3). dans les 
autres cas, on montre que chaque commutateur est central dans N et dans G, qu'il 
est de carré 1 ; puis on vérifie qu'il est égal soit à 1 soit à k. En particulier on a 
k 2 = 1 et la relation r = 1, (Q eede A) A = 1, impose k ^ 1. 

3.4.2 

En conjuguant x c ^ par e et par c on obtient xj = (a[xfa c ) e = (P b XfPe) c 
(lÏÏlOD d'où l'on déduit les expressions de p bc (t 17 ) et P bca (£ 20 )- 

En outre, on a a = £j puisque x a > — Xf ( 13.2.41) ; on en tire les valeurs de 
a[ aa ' (£5) et de a{ aa ' e (tu)- En écrivant x™' = %a x fi il vient l'expression de P baa ' 
(fin). 
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3.4.3 



En utilisant les valeurs connues de la table T. 2 on obtient par conjugaison les 
expressions de a{ ac ' (t 7 ), a{ ad (t 8 ), a{ eb (*„), a[ ec ' (t 10 ), a{ aec ' (t 14 ), p bd (t 18 ), p bad 
M- 

3.4.4 

Les éléments m c et m a sont dans Z{G) (12.2.71) . De [m c , a e ] = 1 on déduit les 
écritures de a{ ab {t§) puis de a{ abe (t\z) et de [m c , a a ] = 1 on déduit celles de a{ ed 
(t u ) et de a{ aed (t 15 ) . 

La connaissance de t e , t 15 et t 2 o permet d'écrire le conjugué de f3 ba par C = c c bdc : 

/^ ae = kx a x f a c ,f3 b {3 f (3 ba . 
L'égalité [m c , f3 a ] = 1 conduit à une relation (SI) entre les éléments de V : 

(SI) : a b a d a f (3 b (3 d (3 f = 1 

Les expressions de t$, tu et £13 conduisent à une expression du conjugué de ot{ e 
par A = a a ' bfa : 

a{ e - A = ka a ,a d p a ,p d (3 f (3 ba x a a f c e (3 baf . 

La relation (SI), les égalités [m ,/3 e ] = [m ,a c ] = 1 conduisent à l'expression 
de [3 ba f (£22)- Par conjugaison de £22 par c et de £20 par / on obtient P ba ^ c = P bac ^ 
d'où : 

(p c ,p f p e x a x f yp bac p bc = a f c aej 'py '4 ai '■ 

Grâce aux expressions t 2 cb ^17 et t 2 2 on en déduit 

a/-/ = k(3 c a c a{ ae a{ e a f c a f c a (t 16 ) 

Enfin la relation (SI) et l'égalité [m a , a e ] = 1 conduisent à une seconde relation 
entre les éléments de V : 

(S2) : aa.PsPaPf = l. 
Les tables T. 3 et T. 4 sont achevées. 

3.4.5 

Le sous-groupe N est engendré par Y (tables T. 2, T. 3) et son groupe des com- 
mutateurs D(N) est engendré par l'élément k d'ordre 2 (table T. 4). Les relations 
(SI) et (S2) prouvent qu'il y a dans Y deux générateurs superflus, par exemple 
Pb = a b a d afP d Pf (SI) et /3 C / = a a >p d Pf (S2). Ainsi N est engendré par 22 
involutions, l'ordre de N/T>(N) divise 2 22 et celui de N divise 2 23 . 
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3.4.6 



On pose r = T — {Pb,p c i}. Toute relation entre les éléments de T s'écrit 
1 = k Po ri 7 er 7 P7 °ù Po e ^ P-y son ^ dans {0, 1}, chaque élément de T intervenant 
au plus une fois. On obtient alors : {a. a >a b oi c i) v = 1 et {ai c >a,dOif(3 a >) q = 1 avec P e ^ 
q dans {0, 1}. 

3.4.7 

Les éléments m c Z\ = m e z[, m c z 2 = m a z' 2 et m e z 3 = m a z' 3 sont respectivement 
des éléments centraux des sous-groupes K a , K e et K c (voir 12.2.6p . Des calculs 
conduisent aux égalités : 

ziz 2 = a a >a b a c/ , z[z 3 = a c >a d a f f3 a > } z' 2 z' 3 = a a >a b a d a f l3 a > . 

On observe que les éléments Z\z 2 et z[z 3 = m e m c zi.z 3 sont dans Nf]Z(G) ; on 
pose Z\z 2 — z et z[z 3 = z, on a z' 2 z' 3 = zz. 

3.5 Le centre de N, l'ordre de N 
3.5.1 

Les éléments m a , m c et m e sont centraux dans G et l'on a m a m c = n e , m c m e = 
n a , m e m a = n c (12. 2. 6p . Rappelons que m a = a'bfdAA cbdc et n a = a'bfdAoAQ bdc où 
A et Ao désignent respectivement a a b ^ a et a a ° b ^ a (voir 12.2.31 et 12.2.61) . On établit 
alors l'égalité m a n a = k et par suite m c n c = k = m e n e . 

3.5.2 

Il résulte de 13.4.61 et 13.4.71 que les éléments k, z et z engendrent le centre de iV 
et que Z{N) est contenu dans Z{G). Ainsi on a \Z(N)\ = 2 3 et \N\ = 2 23 . 

4 La preuve du théorème 

Pour 1 ^ i ^ 3, on considère un groupe Gi avec la présentation 

(a, b, ... , /, a', c', e'/ Q222, ^ = 1, rel(i)) 

(notations ll.ip ; on note Ni la fermeture normale de a'a° dans G{ (pour a° voir 
I2.2.2p et Hi le sous-groupe de Gi engendré par a,b, . . . , f, a', c'. Pour chaque jeu 
de relations rel(i), on précise la structure de Ni (14. ip . celle de ifj (14.21) puis on 
établit que Gi/Z{Gi)Ni est isomorphe à C7 6 (2) (14.31) . Enfin on fait le lien avec le 
centralisateur d'une involution de la classe 2 A de 2 E e (2). 
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4.1 Le sous-groupe Ni de G% 



On a établi que k ( 13.2.31) est une involution centrale de Gi qui engendre D(Ni) et 
appartient à Z(Ni) (13.2.31 13T4TT]) . D'après [3.4. 71 et |3~5| le centre de iVj est engendré 
par k, z = z x z 2 et z = z[z 3 (avec z[ = m e m c Zi). 

Sous rel(l), on a Z\ = z 2 = z 3 = 1 et m a = m e = 1 ; comme m a m e = n c = km c 
(ETO) . il vient fc = m c = z et « = 1. Ainsi on a D(iVi) = Z{N X ) =< k >, iVi 
est un 2-groupe extraspécial. De plus l'ensemble générateur r (13.4.61) comporte 
deux éléments superflus : a a i = a^a^ [z = 1) et p a > = a^a^afk (zk = 1). Le 
sous-groupe Ni est engendré par 20 éléments, Ni est d'ordre 2 20+1 , c'est le produit 
de 10 groupes diedraux d'ordre 8 de même centre < k > : 

< a a , af > . < a b , j3 a > . < a c >, (3 C > . < a c , (3 d > . < a d , (3 e > . < a e , (3 f > . 

< a f c a , (3f>.< a(, (3 b e a > . < x f , a{ ae a{ > . < x a , a( e a( >. 

Sous rel(2) et rel(3), N d'ordre 2 23 (1ÏÏX2D . 

4.2 Le sous- groupe Hi de G{ 

C'est un sous-groupe isomorphe à un quotient de 2 2 .2.Uq(2) (voir Annexe 4) 
dont le centre est < m a , m c > . < m c Z2 > (Annexe 4 et 12.2.51) ; de plus m a m c = km e 
tpXïïl etlXïïl l . 

Sous rel(l), on a z 2 = m a = m e = 1 en conséquence m c = k est l'unique 
involution centrale de H\ : Hi est isomorphe à 2.U§(2). 

Sous rel(2), m c = k et z 2 sont des involutions centrales de H 2 ; Z(H 2 ) est 
d'ordre 4 et H 2 est isomorphe à 2.2.Uq(2). 

Sous rel(3), H 3 est isomorphe à 2 2 .2.[/ 6 (2). 

4.3 Le groupe Gi 

Soit Tj le sous-groupe de Z{Gi) engendré par zi, z 2 , z 3 , m a , m c , m e , et soit i\i 
l'application canonique Gi — ► Gi/TiN. Remarquons que m a m e = km c , z = z\z 2 
et z = z[z 3 = m e m c ziz 3 sont dans T i; donc Z(Ni) est un sous-groupe de T; t dont 
l'indice est 1, 2 ou 2 3 suivant que i — 1, i = 2 ou i = 3. 

L'image de iïj par 7Tj est un sous-groupe f/j isomorphe à Uq(2) (Z(Hi) C Tj) 
et l'image du système générateur de Gi coïncide avec celle de Hi (on a ir^a') = 
TTi(a°)). Par conséquent 7r^(Gj) est un quotient de 2 2 .2.£/g(2). Mais comme 7Tj(Gj) = 
iTi(Hi) = Ui, dans toutes les situations i = 1, i = 2, i = 3, vTj(Gj) est isomorphe à 
Uq{2) et l'on a Z{Gi) = T^. On en déduit les isomorphismes suivants : 

G x ~ 2 20 + 1 .t/ 6 (2), G 2 ~ 2 24 .[/ 6 (2), G 3 ^ 2 2 .2 24 .[/ 6 (2). 
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4.4 Fin de la preuve 

Rappelons que le groupe E = 2 3 . 2 E e (2) admet la présentation 
(a,bi,Ci,di (1 ^ i ^ 3)/Q 2 22, V = 1) : 



,d 2 

c 3 6 3 a/ ^ t 

N»i ci/ 7 



V = 1 avec = (at&ic 2 ci& 2 ) 4 . 

Sous rel{2) (resp. re/(3)) on a un morphisme $j de G; dans le centralisateur de 
dans qui envoie z\, z 2 , 2:3 dans Z(E) (voir 12.31) ; l'image de G 2 (resp. G3) est un 
sous-groupe du centralisateur de d 3 dans E et l'on a ICe^)! = |G 2 |. Ainsi 

(a, 6, ... , /, a', c', e'/ Q 222 , V = 1, reZ(i)) 

est une présentation de C^efa) pour i = 2 et d'une extension 2 2 .G£(<i3) pour i = 3. 

Sous rel(l), on a un morphisme de Gi dans .Ë = E/Z(E) qui envoie Gi dans 
le centralisateur G de l'image de d% dans E ; comme G\ et C ont le même ordre, 

(a } b } ...J } a' } c' } e'/Q 222} V = l,rel(l)) 

est une présentation du centralisateur d'une involution d dans 2 Eq{2) (d provenant 
de la classe 2A). 
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Tables. 

Table des ordres des produits yy'^ y<ïy\, yiy[ pour i — 1, 2 et y, y' G F. 





a' x 


ai 


6i 


Cl 


4 


di 


ei 


/i 


a' 2 


a 2 


&2 


c 2 


c' 2 


d 2 


e 2 


/ 2 


a' 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


a 


3 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


3 


3 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


3 


6 


2 


3 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


3 


2 


4 


4 


4 


c 


2 


2 


3 


2 


3 


3 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


3 


3 


2 


2 


c' 


2 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


d 


2 


2 


2 


3 


2 


2 


3 


4 


4 


4 


4 


3 


2 


2 


3 


2 


e 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


3 


/ 


2 


3 


4 


4 


4 


4 


3 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


3 


2 


a 2 


2 


3 


2 


2 


2 


4 


2 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


4 


2 


2 


a 2 


3 


2 


3 


2 


2 


4 


2 


3 




2 


3 


2 


2 


4 


2 


3 




2 


3 


2 


3 


2 


4 


2 


2 






2 


3 


2 


2 


4 


4 


c 2 


2 


2 


3 


2 


3 


3 


2 


2 








2 


3 


3 


2 


2 




2 


2 


2 


3 


2 


2 


2 


2 










2 


2 


2 


2 


d 2 


2 


2 


4 


3 


2 


2 


3 


4 












2 


3 


2 


e 2 


2 


2 


4 


2 


2 


3 


2 


3 














2 


3 


/ 2 


2 


3 


2 


4 


4 


4 


3 


2 


2 


ai 


2 


3 


2 


2 


2 


2 


2 


2 




ai 




2 


3 


2 


2 


2 


2 


3 




6i 






2 


3 


2 


2 


2 


4 




Cl 








2 


3 


3 


2 


4 




c'i 










2 


2 


2 


4 




di 












2 


3 


2 




ei 














2 


3 




/i 


2 





Table T.l 
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Tables des conjugués 7^ pour 7 y G {a y ,(3 y }, y et y' £ Y 



Table T.2 (pSEZj) 





a! 


a 


b 


c 


c' 


d 


e 


f 










u a' 


fy„i 


u a' 




(M n t 








O „ Ou 




Ol „ 


^a 


u a 








u o u a 






u o 














^ c ^ 




^c^c 




^ c 


"c 










IKJL c 


^c 












ri ,7 












*- x a t * j f 








a e 
















(y fB„ 

Ha 


G" r 




XJLf 






UCf 


8 / 

Ha' 


8 / 

Ha' 


3 '3 

Ha' Ha 


8 / 

Ha' 


Ha' 


8 / 

Ha' 


Ha' f 


Ha' 


3 / 

Ha' 


Pa 


PaPa' 


Pa 


PaPb 


Pa 


Pa 


Pa^ a 


Pa 


PaCtf 


Pb 


Pb 


PbPa 


Pb 


PbPc 


Pb 


PbXf 


Pb 


Pb 


Pc 


Pc 


Pc 


PcPb 


Pc 


PcPc 


PcPd 


Pc 


Pc 


Pc 


Pc 


Pc 


Pc 


Pc'Pc 


Pc 


Pc 


Pc 


Pc 


Pd 


Pd 


Pd 


8 d x f 

PI 


PdPc 


Pd 


Pd 


PdPe 


Pd 


Pe 


Pe 


Pe 


Pe 


Pe 


PePd 


Pe 


PePf 


Pf 


Pf 


PfOt a 


Pf X f 


Pf 


Pf 


Pf 


PfPe 


Pf 


Xf 


X f 


X fX a 


X f 


h 


Xf 


X f 


*2 


Xf 




X a X f 


•^a 


f 


h 


•^a 


•^a 


* 4 


f 


Ot^ 

a* 


h 


a fa 
a{ 




a{ 


a{,a c /Xf 

h 


a t OCd x f 




a c 
a? 


al e 




a f c ae 


h 






tn 






a[ ae 


tl2 


al e 


tl3 


a{ ae 








^16 


PI 
P\ a 


PI 
^19 


P b e a 

PI 


Pe 
P^ 


tl7 
^20 


PI 
P^ 


tl8 
t 2 l 


P^ 


PiPfXf 
^22 



Table T.3 (E3D 
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Table des commutateurs des éléments de T (13 .41) 
Table T.4 





Pa> Pa Pb Pc Pc' Pd Pc Pf 


aif 


a[ a{ a a{ e a{ ae 


P b e Pl a 


«a' 
Oi a 

a b 


k 

k k 
k k 


k 






a c 
a c i 


k k k 
k 








ad 

a e 

Ctf 


k k 

k k 
k 






k k 
k k 


Pa> 
Pa 
Pb 


k 




k k k k 




Pc 
Pc' 






k k k k 




Pd 
Pc 
Pf 


k 


k 


k k k k 




x f 






k k 
k 




a } c 
a{ a 
a{ e 
a{ ae 


k k k 
k k k 
k k k 
k k k 






k 

k 

k 

k 


P b c 

P h c 






k k 
k k 





Les valeurs non indiquées valent 1. 
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Valeurs des éléments U (1 ^ i ^ 22) 
Table T. 5 



tl 


x c f 




13.3.21 


t 2 


x e f 




3.3.2 


*3 


K 


CV^, ^ CL 


13.3.21 


u 


g 

x a 


PePe a Xa 


13.3.21 


h 


Cyf aa ' 


a c a{a{ a 


|3.4.2| 






ka c a d (3 d (3 d (3 s a{a{ a x a x f 


13.4.41 


h 




QCqI OL q X> qXi j- 


|3.4.3| 


t 8 


,yfad. 




|3.4.3| 






a b (3 e al e f3 b e x f 


|3.4.3| 


tlO 


*t ec> 


a c >P e al e P b x f 


|3.4.3| 


tu 


n i' ed 


a b a c a f f3 b f3 c >f3 e a f c a f c e p b x f 


|3.4.4| 


tl2 




a c a{ e a{ ae 


13.4.21 


tl3 




ka c a d a e p cl p d p e p f al e a{. ae p ba x a Xf 


13.4.41 


tu 




a cl f3 e a[ ae (3 b e a x a x f 


13.4.31 


tl5 




a a a b a c a f fî b fl c > fl e a£ a a f c ae f3 ba x a x f 


|3.4.4| 


tl6 




ka c (3 c a f c a f c a a f c e a f c ae 


|3.4.4| 


tl7 






|3.4.2| 


tl8 






13.4.31 


tlQ 






13.4.21 


^20 




a{ a (x s c ae fi b e a 


|3.4.2| 


^21 




Pd/3 b e a x a x f 


|3.4.3| 


^22 


(3 b e af 


{3 c ,{3 e P f {3 b J ba x a x f 


|3.4.4| 



Annexe 

Tous les graphes ci-dessous sont des graphes de Coxeter. 

.1 Le graphe Qm 

On désigne par G le groupe ~ 3 5 x 
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6.1.1 



Le groupe G admet la présentation (^-(0 ^ i ^ 5)//i) avec h 



X\ X2 £3 X4 £5 



X 
[X\'Xq 



Z2^^3 _ 1 



L'élément z = (xiXq)(xiXq) X2 (xiXq) X2X3 (xiXo) X2X3X4 (xiXo) X2X3X4 ' X5 qui s'écrit aussi 
(X2X1X3X4X5X0) 5 est d'ordre 3 et engendre le centre de G. 

6.1.2 

Posons a = x X2 , b = x 3 , c = X4, d = x$, e = x^^ 5 , / = xq ; alors a, 6, c, d, e, / 
engendrent G et satisfont à : 



a 



Q 



m 




s d e 



(/.a 6cde ) 3 = 1 



on a la relation (adbecf) 4 = z.(f ed .a bc ) 3 . 
6.1.3 

Le groupe G/Z(G), noté aussi iï| 6 admet la présentation 

(a,b,...,f/Q lu ,V=l) 
où V = 1 est la relation hexagonale avec V = (adbecf) 4 . 

(0, na, mi, ubi). 
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6.2 Le graphe Q211 

On désigne par G le groupe G+(6,3) (noté 2.0$ (3) : 2 dans l' ATLAS) et par 
G l'extension centrale non scindée 

1 — >3 — >G — > G —> 1. 

6.2.1 

Le groupe G admet la présentation ^ i ^ 6)/g 6 , (xg 4 ^) 3 = 1) avec g 6 : 

X\ X 2 X3 X A Xq 




Il existe un unique élément xq tel que : 



Xq Xi X 2 X 3 X A Xq 




On a :^x = xf X2X \ x = 3*4*2*5*6*3*^ x > = x xx 2 x 5 x 3 Le centre de q est d'ordre 
6, Z(G) =< m, z >. L'élément z, d'ordre 3, engendre le centre du sous-groupe 
< Xj(0 ^ i ^ 5) > isomorphe à H 3 g (voir l'Annexe 1). L'élément m (produit de 
six involutions commutant deux à deux) est d'ordre 2 et engendre le centre du 
sous-groupe < x^ 4 ,Xi(0 ^ i < 6, i 7^ 3, 4) > isomorphe à W(D 6 ). On a 

m = X 2 X 5 XqXx'xo = (x Xli XQX 5 X2XiX ) 5 . 
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6.2.2 



Posons a = x X4 , b = X2, c = xi, d = Xo, e = x X2XlX ° , f = £5, a' = xq. Alors les 
éléments a,b, . . . , f,a' engendrent G et satisfont à 




6.2.3 

Le groupe G (G ~ G + (6, 3)) admet la présentation : 

G = (a,b,...,f,a'/Q 211 ,V=ï) 

où V — 1 est la relation hexagonale (V = (adbecf) A ) ; le centre de G est engendré 
par l'involution m, m est l'involution centrale de tout sous-groupe isomorphe à 
W(Dq) engendré par des conjugués de a dans G. Posons A = a a ' bfa ; on a les 
égalités suivantes : 

m = a'bfdAA cbdc = (aa'bfcdf = a'bfdAA edfe = (aa'bfedf 

(H, m, un], ps], m)- 

6.3 Le graphe Y321 

On désigne par G le groupe de Coxeter W(E 7 ) (~ 2 x Sp e (2) ~2x 7 (2)) 
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6.3.1 

Le groupe G admet la présentation (a, b, ... , e, c', e'/Y^i) avec 




il existe dans G un unique élément a° qui complète le diagramme ; a° s'écrit : 

qO _ çabedcc' e' edcba q^qq Q — çC'bdc 

6.3.2 

Le centre de G est engendré par une involution z\ (produit de sept éléments 
d'ordre 2 commutant deux à deux) ; on a : 

zi = c'bdee ee ' de e'a° = c'bdœ aa ° ba e'a° = {cc'bdeaéf = (œ'bdeaa ) 9 

6.3.3 

(Avec les notations ci-dessus) . Le groupe G avec la présentation 
(a, b, ... , e, a', c', e'/Y^i, [z u a'} = 1) 




est isomorphe à A x W / (£ , 7 ), où A est un 2-groupe abélien élémentaire d'ordre 
2 7 engendré par les conjugués de a°a' ; le centre de G est engendré par z 1 et 
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z 2 [z 2 désignant l'involution centrale du sous-groupe < a, b, . . . , e, a', d >), z 2 = 
(cc'bdaea') 9 . Le produit z\z 2 est dans A et les relations [21, a'] = 1 et (a°a') 2 = 1 
sont équivalentes. 

(eu, 0, i, 0, m, m, m, ro 

6.4 Le graphe Q221 

On désigne par U le groupe simple Uq(2) (~ 2 A 5 (2)), son multiplicateur de 
Schur est 2 2 x 3. Les éléments U qui interviennent dans cette section sont des 
transvections unitaires et n'ont pas de lien avec les tj introduits section 3. 

6.4.1 

Le groupe K isomorphe à (2 2 x 3). 2 x U admet la présentation 
(ti(l ^ i ^ 6/w, (ti 3 t 6 ) 2 = 1) avec u : 

ti 1 2 £3 £4 1 6 




ifihf = (4 4 t 5 ) 3 = (tfn.f = i, 

où t 13 = tf ' <3<4 (t = tff 5 * 2 * 3 * 5 , t" = t* 3 * 5 * 4 * 3 * 5 ). Les éléments U correspondent aux 
transvections unitaires t Vi , les (1 ^ % ^ 6) forment une base de l'espace vectoriel 
sur F 4 associé et satisfont à (v{,Vj) = si {titjf = 1, (vi,Vj) = 1 si (titj) 3 = 1, sauf 
pour {2, j} = {3,5}, où on a alors (t>5,t>3) = avec F 4 = {0, 1,lj,u 2 }. L'élément 
ti3 correspond à la transvection t Vl+V3 et satisfait aux relations : 



' 13 



13 j 



Le sous-groupe T =< t 13 ,£j(l ^ i ^ 6, i 7^ 3) > est isomorphe à un quotient du 
groupe G (voir Annexe 2), son centre contient un élément d'ordre 3, central dans 
K. 



28 



6.4.2 



Il existe des conjugués de t\ dans K : a,b, . . . , f,a', d tels que 





Q221 d ) / 

e 



On a la correspondance 



a > t V4 ^- V5 , b ► t V2 , c ► t Vl , g? 



6.4.3 



* ^U2+w(t;i+U3)+0)U6) 
^D6 5^ * ^1>2+Î>6' 



Le groupe K (isomorphe à 2 2 .2.U) admet la présentation 

(a,b,...,f,a',d/Q 221 ,V = ï) 

où V = 1 désigne la relation hexagonale V = (adbecf) A . 

a) Il existe un unique élément e° satisfaisant aux relations : 





Q222 d ) / 

e 




cet élément s'écrit e° = e a6e(fccVa6c(fe = A cbedaa ' c ' cbafe (avec ,4 = a a ' bfa et 6 = c c ' Mc ) 
et correspond à la transvection t Vl+V3+UV6 . 
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b) Les sous-groupes R a , R c et R e définis à partir des graphes 






sont isomorphes au groupe orthogonal 2.0^(3) : 2 (voir Annexe 2) ; leurs images 
dans U sont les représentants des trois classes de conjugaison de sous-groupes 
isomorphes à Oq(3) : 2 . Leurs involutions centrales /i a , /i c , /i e appartiennent au 
multiplicateur de Schur de U, on a [i a [i c fi e — 1, /i a — (aa'fbcd) 5 , \i c = (cc'dbaf) 5 
et /i e = (ee°dfab) 5 . 
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c) Les sous-groupes W a , W c et W e définis à partir des graphes : 




contiennent respectivement e°,a' et c' ; ils sont isomorphes à W(Ej), leurs involu- 
tions centrales z a , z c et z e sont dans Z{K). 

On a fi a z a = fi c z c = fi e z e = q où q correspond au produit des cinq transvections 
d'un plan isotrope. On a Z(K) =< /U a ?A i c > • < Ha z a >■ 
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